
Typage
... et plus spécialement de ML



Types

• Typage à la compilation (ML, Pascal, C) 
       vs. à l’exécution (Lisp, Python)

• Typage fort (ML, Pascal) vs. faible (C)

• Polymorphisme ad hoc (C, Java) 
       vs. paramétrique (ML)

• Vérification (C) vs. 
inférence de types (ML)



Conversions (C)

• Un graphe de 
conversions fixe

• Recherche de chemins 
dans ce graphe

On définit le préordre � (relation réflexive et transitive, mais pas nécessairement transitive)
par � � ⌧ si et seulement s’il existe un chemin reliant � à ⌧ dans le graphe G. Pour chaque couple
de sommets � et ⌧ avec � � ⌧ , disons � = ⌧1

c1�!⌧2
c2�!⌧3 · · · ⌧n�1

cn�1�!⌧n = ⌧ , la composée des
coercitions c1, c2, . . ., cn�1 est une coercition de � vers ⌧ . Il peut y en avoir plusieurs ! Le cas
typique est l’extrait suivant du graphe G :

unsigned short

unsigned int

signed int

signed short

On fixe donc pour chaque couple de sommets � et ⌧ avec � � ⌧ un unique chemin, et donc une
unique coercition canonique c�!⌧ de � vers ⌧ .

On peut décrire le système de vérification de types des expressions C (par ailleurs relative-
ment ad hoc) comme suit. Pour typer l’expression e, on la parcourt récursivement :

– Si e est une variable x, on déclare e typable et de type ⌧ si la variable x est déclarée de
type ⌧ dans la portée courante ;

– Si e = e1+̇e2, on type e1 et e2 récursivement ; si l’une des deux n’est pas typable, alors
e n’est pas typable, sinon soit ⌧1 le type trouvé de e1, ⌧2 celui de e2 ; si ⌧1 � int et
⌧2 � int alors e est de type int, et l’on doit compiler e en compilant e1 suivi de la
coercition implicite c⌧1!int, e2 suivi de la coercition implicite c⌧2!int, puis l’addition
entière des deux ; sinon, et si ⌧1 � double et ⌧2 � double alors e est de type double,
les coercitions implicites étant gérées similairement ; sinon, e n’est pas typable.

– Ainsi de suite pour les autres opérateurs.
(En réalité, le signe + en C peut aussi prendre deux short et retourner un short, deux long
et retourner un long, ou un pointeur de type ⌧ * et un entier et retourner un ⌧ *. . . c’est assez
compliqué au final.)

Le système de typage de Caml est beaucoup plus intéressant (même s’il n’offre pas les coer-
citions implicites) :

– D’abord, on peut non seulement vérifier le type des expressions, mais même l’inférer (ou
plutôt, en inférer un, qui se trouvera être principal, voir plus bas), c’est-à-dire que l’on n’a
pas besoin de déclarer les types des variables, et un algorithme, dû à Damas et Milner, va
décider si votre programme est typable ou non, et de quel type, et sous quelles hypothèses
de typage pour les variables.

– Ensuite, Caml a des types polymorphes, c’est-à-dire qu’une même expression peut avoir
plusieurs, et même en général une infinité de types. Par exemple, la fonction fun x -> x

a tous les types de la forme ⌧ ! ⌧ , et la liste vide nil a tous les types de la forme ⌧ list.
– Enfin, le typage de Caml est si fort que l’on peut prouver des théorèmes sur les programmes

typés. Le premier et le plus important est dû à Milner, et énonce ⌧ well-typed programs do
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Typage de ML

• Typage fort

• Types inférés: pas la peine d’annoter les 
variables avec leur type

• Typage polymorphe: une expression 
peut avoir plusieurs types en même temps



Syntaxe de pureML

not go Wrong �, ce qui signifie par exemple que les seuls arguments jamais fournis à une
addition seront entiers. Ce n’est pas le cas en Lisp, où l’on peut allègrement écrire :
(+ "abc" 1)

(ce qui déclenche une erreur à l’exécution : le typage est dynamique). Ce n’est pas le cas
non plus en C, où l’on peut écrire :
char *x;

int *y;

int z;

z = ((int) x) + ((int) y);

avec des résultats à l’exécution pour le moins variables (mais aucune erreur, ni à la compi-
lation, ni à l’exécution).

En général, les systèmes de typage permettent de faire des preuves de certaines propriétés tri-
viales de programmes, de façon complètement automatique (contrairement à la logique de Hoare,
par exemple). Nous verrons une autre famille de techniques ayant des buts similaires, l’in-
terprétation abstraite, dans la leçon suivante.

2 Le système de typage de pureML

Considérons un fragment purement applicatif de Caml, c’est-à-dire sans références. (Les
références posent effectivement un problème, sur lequel nous reviendrons à la fin.) Nous appelons
notre langage pureML, et c’est à peu de choses près PCFV sans aucune annotation de type sur les
variables.

La syntaxe est :

s, t, u, v, . . . ::= x, y, z, . . . variables
| ṅ constantes entières
| uv application
| letrec f(x) = u in v fonction récursive
| let x = u in v définition locale
| u+̇v addition
| �̇u opposé
| if u = 0 then v else w conditionnelle.

Les esprits attentifs auront remarqué que nous avons rajouté la construction let x = u in v. En
PCFV , on pouvait définir cette construction par l’expression letrec f(x) = v in f(u), où f est
un nom de fonction frais, par exemple. Ici les deux expressions auront la même sémantique mais
ne pourront pas en général être typées de la même façon.
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• pureML ~ PCFV, mais sans annotations de types



Inférence de types

• Il existe un algorithme décidant si un 
programme est typable,

• et reconstruisant un typage principal si 
c’est le cas

• On commence par le cas plus simple de 
monomorphic pure ML



Types (monomorphes)

• Les types contiennent des variables de types

• Les variables de type seront (ici) des 
inconnues de types.

(V ar :)
�, x : 8↵1, · · · ,↵n · � ` x : �[↵1 := ⌧1, · · · ,↵n := ⌧n]

(int :)
� ` ṅ : int

� ` u : � ! ⌧ � ` v : �
(App :)

� ` uv : ⌧

� ` u : � �, x : 8~↵ · � ` v : ⌧
(Let :)

� ` let x = u in v : ⌧
où ~↵ ✓ ftv(�)r ftv(�)

�, f : 8 · � ! ⌧, x : 8 · � ` u : ⌧ �, f : 8~↵ · � ! ⌧ ` v : �
(Letrec :)

� ` letrec f(x) = u in v : �
où ~↵ ✓ ftv(� ! ⌧)r ftv(�)

� ` u : int � ` v : int
(+ :)

� ` u+̇v : int

� ` u : int
(� :)

� ` �̇u : int

� ` u : int � ` v : ⌧ � ` w : ⌧
(if :)

� ` if u = 0 then v else w : ⌧

FIGURE 1 – Le système de typage de pureML

2.1 Le système de types

Les types sont définis par la grammaire :

�, ⌧, . . . ::= ↵, �, . . . variables de type
| int type des entiers
| � ! ⌧ type fonction.

On notera la présence de variables de types, qui n’existaient pas en PCFV . On suppose l’en-
semble des variables de types infini dénombrable. En Caml, par exemple, l’ensemble des va-
riables de types est (en bijection avec) l’ensemble des chaı̂nes de caractères obéissant à l’expres-
sion régulière \’\’*[A-Za-z][A-Za-z0-9\’\_]*.

On définit un système de types par les règles de dérivation de la figure 1. Il a ceci de particulier
que :

– Les jugements sont de la forme � ` u : ⌧ , où � est un contexte de typage, c’est-à-dire un
ensemble d’hypothèses de typage de la forme x : 8~↵ · �, où les variables x sont distinctes
deux à deux ; la notation �, x : 8~↵ · � dénote �, moins toute hypothèse de la forme x : · · ·,
plus l’hypothèse x : 8~↵ · � ; on verra aussi � comme une fonction de domaine fini qui à
chaque x associe le schéma de types 8~↵ · � correspondant, ce qui permet d’écrire �(x), ou
dom � ;

– dans ces hypothèses, une expression de la forme 8~↵ · �, où ~↵ est un ensemble fini de
variables de types, est un schéma de types, et non un type ; ceci permet le polymorphisme,
et x : 8~↵ · � se lit intuitivement comme ⌧ x a le type �, pour n’importe quels types
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Monomorphic pure ML
(V ar :simple)

�, x : � ` x : �
(int :)

� ` ṅ : int

� ` u : � ! ⌧ � ` v : �
(App :)

� ` uv : ⌧

� ` u : � �, x : � ` v : ⌧
(Let :simple)

� ` let x = u in v : ⌧

�, f : � ! ⌧, x : � ` u : ⌧ �, f : � ! ⌧ ` v : �
(Letrec :simple)

� ` letrec f(x) = u in v : �

� ` u : int � ` v : int
(+ :)

� ` u+̇v : int

� ` u : int
(� :)

� ` �̇u : int

� ` u : int � ` v : ⌧ � ` w : ⌧
(if :)

� ` if u = 0 then v else w : ⌧

FIGURE 6 – Le système de typage de monomorphic-pureML

annotation de types, et avec let. Noter que les contextes de typage sont composés d’hypothèses
de la forme x : �, où � est un type, pas un schéma de types.)

Étant donné une expression u de monomorphic-pureML, on peut répondre à la question :
⌧ existe-t-il un contexte � et un type ⌧ tels que l’on peut dériver � ` u : ⌧ dans le système de la
figure 6 ? �, et même en temps polynomial. C’est l’algorithme de Hindley, qui forme le sujet de
l’exercice 1 ci-dessous.

On y manipulera des systèmes d’équations de types, où chaque équation est de la forme
� =̇ ⌧ , où � et ⌧ sont des types (avec des variables de types).

Un unificateur, c’est-à-dire une solution, d’un système E = {�1 =̇ ⌧1, · · · , �n =̇ ⌧n} est
une substitution ✓ telle que �i✓ = ⌧i✓ pour tout i, 1  i  n. On dit aussi que ✓ unifie E. Par
exemple,

[↵ := (⌧ ! int) ! ⌧ ! int, � := ⌧ ! int, � := ⌧, � := int, ✏ := ⌧ ! int]

est un unificateur du système :

{↵ =̇ � ! �, � =̇ � ! int, � ! � ! � =̇ ✏ ! �},

et ce pour n’importe quel type ⌧ . (On rappelle que ⌧1 ! ⌧2 ! ⌧3 signifie ⌧1 ! (⌧2 ! ⌧3).) Nous
verrons plus loin que l’on peut décider de l’existence d’un unificateur (et aussi en retourner un le
plus général, c’est-à-dire à partir duquel on peut déduire tous les autres) en temps polynomial,
plus loin. Dans l’exemple ci-dessus, la substitution :

[↵ := (� ! int) ! � ! int, � := � ! int, � := int, ✏ := � ! int]

est un tel unificateur le plus général.
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L’algorithme de Hindley

• On crée une variable de type αt pour 
chaque sous-expression t du prog u0 à 
typer

• On pose les équations (transp. suivant)

• On résout par unification.



Equations de typageExercice 1 (Algorithme de Hindley) Une expression est rectifiée si et seulement si chaque va-
riable liée n’est liée qu’à un seul endroit ; les endroits où sont liés les variables sont let x = u in v

(où la variable liée est x), letrec f(x) = u in v (où les variables liées sont f et x).
Pour une expression rectifiée donnée u0, l’algorithme d’inférence de types de Hindley (pour

monomorphic-pureML) commence par créer une variable de type fraı̂che ↵t pour chaque sous-
terme t de u0 (y compris u0 lui-même et chaque variable). Pour chaque sous-terme, on crée les
équations suivantes :

— pour les variables, rien ;
— pour les constantes ṅ, l’équation ↵ṅ =̇ int ;
— pour les applications uv, l’équation ↵u =̇ ↵v ! ↵uv ;
— pour les expressions de la forme let x = u in v, les équations ↵x =̇ ↵u et ↵let x=u in v =̇

↵v ;
— pour les expressions de la forme letrec f(x) = u in v, les équations ↵f =̇ ↵x ! ↵u et

↵letrec f(x)=u in v =̇ ↵v ;
— pour les expressions u+̇v, les équations ↵u =̇ int, ↵v =̇ int et ↵u+̇v =̇ int ;
— pour les expressions �̇u, les équations ↵u =̇ int et ↵�̇u =̇ ↵u ;
— pour les expressions if u = 0 then velsew, les équations ↵u =̇ int, ↵ifu=0 then velsew =̇

↵u et ↵ifu=0 then velsew =̇ ↵v.
On notera Eu0 l’ensemble des équations ainsi obtenues lorsqu’on parcourt les sous-termes de
u0. On écrit �u0 pour le contexte de typage formé des hypothèses x : ↵x lorsque x parcourt les
variables libres de u0.

Montrer que les jugements de typage � ` u0 : ⌧ dérivables dans le système de la figure 6 sont
exactement ceux de la forme �u0✓,� ` u0 : ↵u0✓, lorsque � parcourt les contextes de typage
portant sur les variables non libres dans u0, et ✓ parcourt les unificateurs de Eu0 .

En déduire que l’on peut décider en temps polynomial de l’existence d’un typage de u0 en
monomorphic-pureML.

L’existence d’un unificateur le plus général, que nous démontrerons plus bas, permet de plus
d’obtenir, pour monomorphic-pureML, le typage le plus général de u0. Ce sera �u0✓ ` u0 : ↵u0✓,
où ✓ est l’unificateur le plus général de Eu0 . Par exemple, si on applique l’algorithme de Hindley
sur l’expression u0 égale à :

letrec f(x) = x in letrec g(h) = h(h3̇) in gf

on obtiendra le système d’équations :

(pour u0 lui-même :) ↵u0 =̇ ↵letrec g(h)=h(h3̇) in gf ↵f =̇ ↵x ! ↵x

(pour le sous-terme letrec g(h) = h(h3̇) in gf :) ↵letrec g(h)=h(h3̇) in gf =̇ ↵gf ↵g =̇ ↵h ! ↵h(h3̇)

(pour le sous-terme h(h3̇) :) ↵h =̇ ↵h3̇ ! ↵h(h3̇)

(pour le sous-terme h3̇ :) ↵h =̇ ↵3̇ ! ↵h3̇

(pour le sous-terme 3̇ :) ↵3̇ =̇ int
(pour le sous-terme gf) ↵g =̇ ↵f ! ↵gf .

Résoudre le système d’équations mène à l’unificateur (le plus général) qui à ↵3̇, ↵h3̇, ↵h(h3̇),
↵letrec g(h)=h(h3̇) in gf , ↵gf , et ↵u0 associe int, et qui à ↵f et à ↵h associe int ! int.
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Exemple

Exercice 1 (Algorithme de Hindley) Une expression est rectifiée si et seulement si chaque va-
riable liée n’est liée qu’à un seul endroit ; les endroits où sont liés les variables sont let x = u in v

(où la variable liée est x), letrec f(x) = u in v (où les variables liées sont f et x).
Pour une expression rectifiée donnée u0, l’algorithme d’inférence de types de Hindley (pour

monomorphic-pureML) commence par créer une variable de type fraı̂che ↵t pour chaque sous-
terme t de u0 (y compris u0 lui-même et chaque variable). Pour chaque sous-terme, on crée les
équations suivantes :

— pour les variables, rien ;
— pour les constantes ṅ, l’équation ↵ṅ =̇ int ;
— pour les applications uv, l’équation ↵u =̇ ↵v ! ↵uv ;
— pour les expressions de la forme let x = u in v, les équations ↵x =̇ ↵u et ↵let x=u in v =̇

↵v ;
— pour les expressions de la forme letrec f(x) = u in v, les équations ↵f =̇ ↵x ! ↵u et

↵letrec f(x)=u in v =̇ ↵v ;
— pour les expressions u+̇v, les équations ↵u =̇ int, ↵v =̇ int et ↵u+̇v =̇ int ;
— pour les expressions �̇u, les équations ↵u =̇ int et ↵�̇u =̇ ↵u ;
— pour les expressions if u = 0 then velsew, les équations ↵u =̇ int, ↵ifu=0 then velsew =̇

↵u et ↵ifu=0 then velsew =̇ ↵v.
On notera Eu0 l’ensemble des équations ainsi obtenues lorsqu’on parcourt les sous-termes de
u0. On écrit �u0 pour le contexte de typage formé des hypothèses x : ↵x lorsque x parcourt les
variables libres de u0.

Montrer que les jugements de typage � ` u0 : ⌧ dérivables dans le système de la figure 6 sont
exactement ceux de la forme �u0✓,� ` u0 : ↵u0✓, lorsque � parcourt les contextes de typage
portant sur les variables non libres dans u0, et ✓ parcourt les unificateurs de Eu0 .

En déduire que l’on peut décider en temps polynomial de l’existence d’un typage de u0 en
monomorphic-pureML.

L’existence d’un unificateur le plus général, que nous démontrerons plus bas, permet de plus
d’obtenir, pour monomorphic-pureML, le typage le plus général de u0. Ce sera �u0✓ ` u0 : ↵u0✓,
où ✓ est l’unificateur le plus général de Eu0 . Par exemple, si on applique l’algorithme de Hindley
sur l’expression u0 égale à :

letrec f(x) = x in letrec g(h) = h(h3̇) in gf

on obtiendra le système d’équations :

(pour u0 lui-même :) ↵u0 =̇ ↵letrec g(h)=h(h3̇) in gf ↵f =̇ ↵x ! ↵x

(pour le sous-terme letrec g(h) = h(h3̇) in gf :) ↵letrec g(h)=h(h3̇) in gf =̇ ↵gf ↵g =̇ ↵h ! ↵h(h3̇)

(pour le sous-terme h(h3̇) :) ↵h =̇ ↵h3̇ ! ↵h(h3̇)

(pour le sous-terme h3̇ :) ↵h =̇ ↵3̇ ! ↵h3̇

(pour le sous-terme 3̇ :) ↵3̇ =̇ int
(pour le sous-terme gf) ↵g =̇ ↵f ! ↵gf .

Résoudre le système d’équations mène à l’unificateur (le plus général) qui à ↵3̇, ↵h3̇, ↵h(h3̇),
↵letrec g(h)=h(h3̇) in gf , ↵gf , et ↵u0 associe int, et qui à ↵f et à ↵h associe int ! int.
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Termes

• t ::= x                  (variables) 
    |  f(t1, …, tn)     (applications) 
où f/n pris parmi une signature Σ

• Ce sont juste des arbres finis…

• Types = termes sur la signature int/0, →/2



Substitutions
• θ = [x1 ↦ t1, …, xn ↦ tn] 

spécifie le remplacement de chaque xi par ti

• Formellement, θ : Var → Term telle que θ(x)=x pour 
toute var. x sauf un nombre fini

• Application de substitution Mθ:

• xi θ= ti

• xθ = x si x≠xi pour tout i

• f(t1, …, tn)θ = f(t1θ, …, tnθ)



Unification
• Résolution de systèmes finis d’équations 

                      si = ti     (1≤i≤n) 
dans l’algèbre des termes

• Solution: θ telle que siθ = tiθ pour tout i

• Existence d’une solution: décidable 
(et même en temps polynomial)

• S’il existe une solution, il existe un mgu 
(définition: plus tard)



Unification (naïve)

• (E multi-ensemble~ens. avec multiplicités~listes mod permutation)

• Thm: correction, termination.

(Dec) (E [ {f(s1, · · · , sm) =̇ f(t1, · · · , tm)}, ✓) ! (E [ {s1 =̇ t1, · · · , sm =̇ tm}, ✓)
(DecFail) (E [ {f(s1, · · · , sm) =̇ g(t1, · · · , tn)}, ✓) ! Fail si f 6= g

(Triv) (E [ {x =̇ x}, ✓) ! (E, ✓)
(Bind) (E [ {x =̇ t}, ✓) ! (E[x := t], ✓[x := t])

si t 6= x, x pas libre dans t
(Bind0) (E [ {t =̇ x}, ✓) ! (E[x := t], ✓[x := t])

si t 6= x, x pas libre dans t
(Check) (E [ {x =̇ t}, ✓) ! Fail

si t 6= x, x libre dans t
(Check0) (E [ {t =̇ x}, ✓) ! Fail

si t 6= x, x libre dans t

FIGURE 7 – Unification

telle que x✓ = t✓, puisque x✓ apparaı̂tra comme sous-terme strict de t✓ : quoi que l’on
fasse, la taille de t✓ sera strictement supérieure à celle de x✓, ces deux termes ne pourront
donc jamais être rendus égaux par une substitution quelconque ✓. (On appelle taille |t| la
quantité définie par récurrence par |x| = 1, |f(t1, · · · , tn)| = 1 + |t1|+ · · ·+ |tn|.)

Nous formalisons ces étapes par les règles de la figure 7. Ces règles réécrivent des couples
(E, ✓) formés d’un système (multi-ensemble) d’équations E, et d’une substitution (courante)
✓, en d’autres couples où en le symbole spécial Fail.

Appelons état de la procédure d’unification tout couple (E, ✓) tel qu’aucune variable de
dom ✓ ne soit libre dans E, ou bien le symbole Fail. Notons que si St est un état et St ! St

0,
alors St

0 est encore un état. Dans le cas des règles (Bind) et (Bind0), c’est notamment dû au
fait qu’elles ne s’appliquent que si x n’est pas libre dans t, de sorte que x n’apparaı̂t plus du tout
dans E[x := t].

On dira que Fail n’a aucune solution. Les solutions de (E, ✓) sont les substitutions de la forme
✓✓

0 où ✓
0 est un unificateur de E. (On dira que les substitutions de la forme ✓✓

0 pour un certain
✓
0 sont les instances de ✓.) Comme par définition dans un état les variables de dom ✓ ne sont pas

libres dans E, il est équivalent de demander que ✓
0 ou bien que ✓✓

0 soit un unificateur de E. Les
solutions de (E, ✓) sont des les instances de ✓ qui unifient E.

La correction de ces règles vient de :

Lemme 7 Les règles de la figure 7 préservent les solutions : Si St !⇤
St

0, alors les solutions
de St

0 sont les mêmes que celles de St.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre d’étapes dans la réécriture donnée de St à St
0.

Le cas où ce nombre d’étape est nul est trivial, et le seul cas intéressant est celui où St ! St
0.

On examine chacune des 7 règles possibles. Les seuls cas intéressants sont les 4 derniers, qui se
réduisent à 2 par symétrie.

(Bind). Supposons que ✓✓
0 soit une solution de (E [ {x =̇ t}, ✓), où, donc, ✓0 unifie E.

Posons ✓00 la restriction de ✓
0 aux variables autres que x. On va montrer que (✓[x := t])✓00 = ✓✓

0

et que ✓
00 est un unificateur de E[x := t] :
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Composition

• Defn: θθ’ est l’unique substitution telle 
que pour tout terme t, t(θθ’)=(tθ)θ’. 
Explicitement: θθ’(x) = θ(x)θ’

• Ex: [x:=f(y)] [y:=a] = [x:=f(a), y:=a]

• Lemme: (θθ’)θ’’ = θ(θ’θ’’)



mgu

• Defn: θ⪯θ’ (θ plus générale que θ’) ssi 
           il existe θ’’ / θ’ = θθ’’

• Ex: [x:=f(y)] ⪯ [x:=f(a), y:=a]

• Defn: Un mgu de E est 
           une substitution θ telle que: 
   — θ unifie E: pour tout (s=t)∈E, sθ=tθ 
   — pour tout unificateur θ’ de E, θ⪯θ’



Correction

• Defn: une solution de (E, θ) est θθ’ 
      où θ’ unifie E.  Fail n’a pas de solution.

• Thm (correction): si St →* St’ alors St et 
St’ ont le même ensemble de solutions.

• Il suffit de le montrer lorsque St → St’ 
(+ récurrence)



Correction
• Defn: une solution de (E, θ) est θθ’ où θ’ unifie E. Fail n’a pas de solution.

• Lemme: si St → St’ alors St et St’ ont le même 
ensemble de solutions.

• Cas (Bind): St=(E∪{x=t}, θ), St’=(E[x:=t], θ[x:=t]), 
                 x non libre dans t, x≠t.

• Si θ’ unifie E∪{x=t}, soit θ’’=restr. de θ’ à Var–{x} 
   [x:=t]θ’’ = θ’ [pourquoi?]; et θ’’ unifie E[x:=t]

• Si θ’’ unifie E[x:=t], θ’ = [x:=t]θ’’ unifie E [ok?]



Correction
• Defn: une solution de (E, θ) est θθ’ où θ’ unifie E. Fail n’a pas de solution.

• Lemme: si St → St’ alors St et St’ ont le même 
ensemble de solutions.

• Cas (Check): St=(E∪{x=t}, θ), St’= Fail, 
                 x libre dans t, x≠t.

• Il suffit de montrer qu’aucune θ’ n’unifie E∪{x=t}, 
en fait xθ’ ne peut pas être égal à tθ’ [pourquoi?]



Correction

• Defn: une solution de (E, θ) est θθ’ 
      où θ’ unifie E.  Fail n’a pas de solution.

• Thm (correction): si St →* St’ alors St et 
St’ ont le même ensemble de solutions.

• Corl: si (E, []) →* (∅, θ) alors θ est un 
mgu de E; si (E, []) →* Fail alors E n’a pas 
d’unificateur.



Terminaison

• Thm: toute suite de réductions → est 
finie.

• |s=t|=|s|+|t|, |E| = Σ|s=t|, (s=t) in E, |Fail|=0.

• (Bind), (Bind’) font décroître #vars 
strictement

• Les autres règles préservent #vars ou le 
font décroître, et font décroître |E|.



Complexité

• Cet algo. est en temps exponentiel 
E = {x1=f(x2,x2), x2=f(x3,x3), …, xn–1=f(xn,xn)}

• On peut obtenir un algo. 
        en temps polynomial en: 
— représentant θ en forme triangulaire, 
e.g. [x1:=f(x2,x2)][x2:=f(x3,x3)]…[xn–1:=f(xn,xn)] 
— n’effectuant aucune application de 
substitution



En temps polynomial

• Voir Exercise 4 (prog1_sem3.pdf)



ML monomorphe

• Thm. Etant donné un terme M, on peut: 
— décider si M typable (en ML monomorphe) 
— si oui, en fournir un typage le plus 
général Γ ⊢ M : τ 
     (les autres sont Γθ, Δ ⊢ M : τθ) 
     en temps polynomial.



Typage de ML

• Typage fort

• Types inférés: pas la peine d’annoter les 
variables avec leur type

• Typage polymorphe: une expression 
peut avoir plusieurs types en même temps



Types et schémas

• Les types contiennent des variables de types

• Les schémas de types quantifient ces variables

• Double rôle des variables: inconnues/quantifiées

(V ar :)
�, x : 8↵1, · · · ,↵n · � ` x : �[↵1 := ⌧1, · · · ,↵n := ⌧n]

(int :)
� ` ṅ : int

� ` u : � ! ⌧ � ` v : �
(App :)

� ` uv : ⌧

� ` u : � �, x : 8~↵ · � ` v : ⌧
(Let :)

� ` let x = u in v : ⌧
où ~↵ ✓ ftv(�)r ftv(�)

�, f : 8 · � ! ⌧, x : 8 · � ` u : ⌧ �, f : 8~↵ · � ! ⌧ ` v : �
(Letrec :)

� ` letrec f(x) = u in v : �
où ~↵ ✓ ftv(� ! ⌧)r ftv(�)

� ` u : int � ` v : int
(+ :)

� ` u+̇v : int

� ` u : int
(� :)

� ` �̇u : int

� ` u : int � ` v : ⌧ � ` w : ⌧
(if :)

� ` if u = 0 then v else w : ⌧

FIGURE 1 – Le système de typage de pureML

2.1 Le système de types

Les types sont définis par la grammaire :

�, ⌧, . . . ::= ↵, �, . . . variables de type
| int type des entiers
| � ! ⌧ type fonction.

On notera la présence de variables de types, qui n’existaient pas en PCFV . On suppose l’en-
semble des variables de types infini dénombrable. En Caml, par exemple, l’ensemble des va-
riables de types est (en bijection avec) l’ensemble des chaı̂nes de caractères obéissant à l’expres-
sion régulière \’\’*[A-Za-z][A-Za-z0-9\’\_]*.

On définit un système de types par les règles de dérivation de la figure 1. Il a ceci de particulier
que :

– Les jugements sont de la forme � ` u : ⌧ , où � est un contexte de typage, c’est-à-dire un
ensemble d’hypothèses de typage de la forme x : 8~↵ · �, où les variables x sont distinctes
deux à deux ; la notation �, x : 8~↵ · � dénote �, moins toute hypothèse de la forme x : · · ·,
plus l’hypothèse x : 8~↵ · � ; on verra aussi � comme une fonction de domaine fini qui à
chaque x associe le schéma de types 8~↵ · � correspondant, ce qui permet d’écrire �(x), ou
dom � ;

– dans ces hypothèses, une expression de la forme 8~↵ · �, où ~↵ est un ensemble fini de
variables de types, est un schéma de types, et non un type ; ceci permet le polymorphisme,
et x : 8~↵ · � se lit intuitivement comme ⌧ x a le type �, pour n’importe quels types
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Les types sont définis par la grammaire :

�, ⌧, . . . ::= ↵, �, . . . variables de type
| int type des entiers
| � ! ⌧ type fonction.

On notera la présence de variables de types, qui n’existaient pas en PCFV . On suppose l’en-
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Typage
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Renommage

• ∀α.σ ≡ ∀β.τ ssi on obtient l’un par l’autre 
par renommage bijectif entre α et β

• On étend cette notion aux contextes Γ 

• Lemme. Si Γ ⊢ u:𝛕 est dérivable, et Γ≡Γ’, 
alors Γ’ ⊢ u:𝛕 est dérivable par une preuve 

de même taille



Substitutions et typage

• Lemme. Si Γ ⊢ u:𝛕 est dérivable, alors 

pour toute substitution θ, Γθ ⊢ u:𝛕θ est 

dérivable aussi.

• Preuve. Par récurrence sur la dérivation.  
Attention aux conditions de bord sur (Let:) 
et (Letrec:)! 
(On utilise le lemme précédent.)



Sém. à grands pas
(V ar)

E ` x ) E(x)
si x 2 dom E

(Cst)
E ` ṅ ) ṅ

E ` u ) hrec f(x) = u
0
, E

0i E ` v ) V

E
0[f 7! hrec f(x) = u

0
, E

0i, x 7! V ] ` u
0 ) V

0
(App)

E ` uv ) V
0

E ` u ) V E[x 7! V ] ` v ) V
0

(Let)
E ` let x = u in v ) V

0

E[f 7! hrec f(x) = u,Ei] ` v ) V
(Letrec)

E ` letrec f(x) = u in v ) V

E ` u ) ṅ1 E ` v ) ṅ2
(+̇)

E ` u+̇v ) ṅ

où n = n1 + n2

E ` u ) ṅ
(�̇)

E ` �̇u ) �̇n

E ` u ) 0̇ E ` v ) V
(if0)

E ` if u = 0 then v else w ) V

E ` u ) ṅ E ` w ) V
(if1)

E ` if u = 0 then v else w ) V
si n 6= 0

FIGURE 2 – La sémantique à grands pas de pureML

2.2 La sémantique

Nous avons comme d’habitude le choix entre une sémantique opérationnelle à petits pas, une
sémantique opérationnelle à grands pas, et une sémantique dénotationnelle.

Nous allons choisir de définir la sémantique de pureML par une sémantique opérationnelle à
grands pas, d’abord pour sa ressemblance avec celle de PCFV . Ensuite, le résultat principal de
Milner que nous présentons plus ne parle que des exécutions qui terminent, et il n’y a aucun rai-
son de préférer petits pas et grands pas dans ce contexte. Enfin, la sémantique dénotationnelle de
pureML pose problème : pour la définir, nous devrions trouver un dcpo qui contienne son propre
espace de fonctions. C’est possible, mais compliqué, et je préférerais éviter cette complication
supplémentaire.

La sémantique de pureML est donc essentiellement celle de PCFV , sans les types et annota-
tions de types. Définissons d’abord les ML-valeurs, analogue des P-valeurs.

Par définition, l’ensemble des ML-valeurs est le plus petit ensemble contenant les constantes
ṅ, n 2 Z, et les clôtures hrec f(x) = u,Ei, où E est un ML-environnement, c’est-à-dire une
fonction partielle de domaine fini dom E. On n’impose aucune contrainte de typage, contraire-
ment à PCFV . Mais la définition est toujours récursive, et peut être vue comme une définition de
certains arbres finis.

La sémantique est donnée en figure 2, et est bien sûre exactement la même que pour PCFV ,
sauf pour l’absence de types, et la règle sur la construction nouvelle let x = u in v.
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Invariance du typage

• ▹ E : Γ ssi dom E ⊆ dom Γ et ▹ E(x) : Γ(x) 
pour tout x ∈ dom E

• Thm: si E ⊢ u ⇒ V, Γ ⊢ u:𝛕 et ▹ E : Γ 

                 alors ▹ V : 𝛕

• Prf. Récurrence sur la 1ère dérivation.

(V al : int)
.ṅ : int

.E : � �, f : 8 · � ! ⌧, x : 8 · � ` u : ⌧
(V al : Fun)

.hrec f(x) = u,Ei : � ! ⌧

FIGURE 3 – Typage des valeurs

2.3 Invariance des types le long des calculs

Le théorème de Milner sera une conséquence simple de la proposition 5 ci-dessous, dite
d’invariance des types le long des calculs.

Ceci devrait être intuitif, et dit que si u de type ⌧ s’évalue en une valeur V , alors V est aussi
de type ⌧ . Ce genre de résultat s’appelle souvent ⌧ subject reduction � (⌧ auto-réduction �) ou
⌧ type soundness � dans la littérature. À dire vrai, l’appel par valeur en fait un théorème plus
compliqué ici que ce qu’on voit usuellement dans la littérature. Le polymorphisme complique
aussi passablement les choses.

Nous aurons besoin des notions suivantes : On dit que la valeur V est de type ⌧ , si et seule-
ment si le jugement .V : ⌧ est déductible dans le système de la figure 3. On écrit .V : 8~↵ · ⌧
pour dire que .V : ⌧✓ est dérivable pour toute substitution ✓ de domaine ↵ (attention : on ne
remplace que les variables quantifiées ; par exemple, V : 8� · � ! ↵ signifie que V : ⌧ ! ↵

pour tout type ⌧ ). On écrit aussi .E : � pour énoncer que dom E ✓ dom � et que pour tout
x 2 dom E, .E(x) : �(x) est dérivable. Dans la règle (V al : Fun), � est une contexte de
typage quelconque : il suffit d’en trouver un satisfaisant les prémisses pour pouvoir dériver la
conclusion.

Proposition 5 Si E ` u ) V est dérivable dans la sémantique de pureML (figure 2), si � ` u :
⌧ est dérivable dans le système de la figure 1, et si d’autre part .E : � alors .V : ⌧ est dérivable.

Démonstration. On a ici deux dérivations, une de E ` u ) V , l’autre de � ` u : ⌧ , et on peut
imaginer effectuer une récurrence sur l’une ou sur l’autre. Il se trouve que seule la récurrence sur
la dérivation de E ` u ) V (c’est-à-dire le long de l’exécution du programme) a une chance
de réussir. Nous appliquerons un raisonnement par inversion sur l’autre dérivation. Les détails,
relativement pénibles, sont en annexe A. ut

2.4 Le théorème de Milner

La sémantique de la figure 2 bloque lors d’erreurs de type à l’exécution. Par erreur de type,
on entend pour l’instant la notion vague selon laquelle une fonction attendant des entiers (comme
+̇) aurait un ou plusieurs arguments non entiers, ou selon laquelle dans une application uv, u ne
s’évalue pas en une clôture.

La sémantique, étant à grands pas, ne fait pas la différence entre un tel bloquage et la non-
terminaison. La sémantique de la figure 2, complétée des règles de la figure 4 et de celles de
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Tests de types
E ` u ) V

(AppWrong)
E ` uv ) Wrong

si V pas une clôture

E ` u ) V
(ifWrong)

E ` if u = 0 then v else w ) Wrong
si V pas un entier

E ` u ) V1 E ` v ) V2
(+̇Wrong1)

E ` u+̇v ) Wrong
si V1 pas un entier

E ` u ) V1 E ` v ) V2
(+̇Wrong2)

E ` u+̇v ) Wrong
si V2 pas un entier

E ` u ) V
(�̇Wrong)

E ` �̇u ) Wrong
si V pas un entier

FIGURE 4 – Tests de types à l’exécution pour pureML

la figure 5, fait cette différence. (Les règles de la figure 5 expriment, de façon par ailleurs
extrêmement inélégante, que Wrong est une exception non capturée.) Cette sémantique utilise
des jugements de la forme E ` u ) Wrong exprimant que dans l’environnement E, u peut à
l’exécution, un jour, fournir une erreur de type. Nous conservons la convention que V , V1, V2,
dénotent des valeurs, et donc différentes de Wrong. Les nouvelles règles qui sont intéressantes
sont celles de la figure 4. Les autres se contentent de propager Wrong : une façon de voir est que
Wrong est une exception qui n’a pas de handler.

Cette nouvelle sémantique est une sémantique d’un langage à typage dynamique, comme
Lisp. (Voir la section 1.) Le théorème de Milner dira alors que dans un langage comme pureML,
les programmes bien typés ne peuvent jamais échouer à aucun test de typage à l’exécution. Ces
tests sont donc redondants, et un compilateur peut se dispenser de produire du code assembleur
pour ces tests.

Théorème 6 (⌧ Well-typed programs do not go Wrong �) Si � ` u : ⌧ est dérivable et .E : �,
alors il n’y a pas de dérivation de E ` u ) Wrong par les règles des figures 2, 4 et 5.

Démonstration. On réalise d’abord que toute dérivation de E ` u ) V dans le système formé
par les règles des figures 2, 4 et 5, n’utilise en fait que des règles de la figure 2. Intuitivement,
c’est parce qu’on ne peut pas produire l’exception Wrong et la capturer plus tard. Formellement,
c’est évidemment un raisonnement par récurrence, le point essentiel étant que toute règle ayant
une prémisse de la forme · · · ` · · · ) Wrong a une conclusion de la même forme.

Supposons maintenant que, contrairement à ce que le théorème énonce, il existe une ex-
pression u, un P-environnement E, une dérivation de typage dérivant un jugement de la forme
� ` u : ⌧ avec .E : �, et une dérivation ⇡ de E ` u ) Wrong par les règles des figures 2, 4 et 5.
On peut supposer ⇡ de taille minimale. (Logiquement, cet argument de contre-exemple minimal
est équivalent à une récurrence sur la taille de ⇡, mais sera plus clair que ce dernier.)

Regardons la dernière règle de ⇡. Nous montrons que ce ne peut pas être une des règles de
vérification de types de la figure 4. Le raisonnement est le même dans chaque cas, ne traitons
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Thm: si Γ ⊢ u:𝛕 et ▹ E : Γ alors 

           non (E ⊢ u ⇒ Wrong) 


