lTypage

... et plus specialement de ML



Types

Typage a la compilation (ML, Pascal, C)
vs. a Pexecution (Lisp, Python)

Typage fort (ML, Pascal) vs. faible (C)

Polymorphisme ad hoc (C, Java)
vs. parametrique (ML)

Verification (C) vs.
inference de types (ML)



Conversions (C)

igned short

® Un graphe de / \

conversions fixe roned short

\/

unsigned 1int

® Recherche de chemins
dans ce graphe



Typage de ML

® [ypage fort

® Types inféres: pas la peine d’annoter les
variables avec leur type

® [ypage polymorphe: une expression
peut avoir plusieurs types en meme temps



Syntaxe de pureML

® pureML ~ PCFy, mais sans annotations de types

s,t,u,v,...

T, Y, 2, ... variables

n constantes entieres
UV application
letrec f(z) =w inwv  fonction récursive
let x =u in v définition locale
U+ addition

—u opposé

ifu =0 then velsew conditionnelle.



Inference de types

Il existe un algorithme decidant si un
programme est typable,

et reconstruisant un typage principal si
c’est le cas

On commence par le cas plus simple de
monomorphic pure ML



Types (monomorphes)

® |es types contiennent des variables de types

o,T,... = «,3,... variables de type
int type des entiers
o — 7 type fonction.

® | es variables de type seront (ici) des
inconnues de types.




Monomorphic pure ML

Var -simple int :

F,:z::al—a::a( pe) Fl—h:int( )
I'Fu:0—>71 FI—U:J(A ) I'Fu:o F,az:al—v:T(Lt )
Dp : €l ‘simple
I'Fuv:T I'Fletx=wuinwv:7T g

I'Nf:oco—>71z:0tu:7 I'f:o—7Fv:A

(Letrec :simple)
['F letrec f(z) =uinwv: A

I'Fu:int TI'Fov: int ' wu:int

(+:)

'+ u+tv:int '+ —u:int

(=)

I'ru:int T'Fov:7 T'Fw:T

(if :)
I'Fifu=0thenvelsew: T



L'algorithme de Hindley

® On cree une variable de type &: pour
chaque sous-expression t du prog uo a

typer

® On pose les equations (transp. suivant)

® On resout par unification.



Equations de typage

— pour les variables, rien

— pour les constantes n, l’équation o, = int

— pour les applications uv, [’équation a,, = o, — Qi 5

— pour les expressions de la forme 1let x = u in v, les équations o, = Qv et O1et z—y inv =
Oy s

— pour les expressions de la forme letrec f(x) = u in v, les équations oy = o, — vy, et
(Mletrec f(x)=u inv = Qi ;

— pour les expressions u-+v, les équations o, = int, o, = int et o, = int;

— pour les expressions —u, les équations o, = int et o-, =  ;

— pour les expressions if u = 0 then velsew, les équations o, = int, Qi y—0 then velsew =

Qly, €1 Oli£ =0 then velsew — Oly-



Exemple

letrec f(x) = z in letrec g(h) = h(h3) in gf

(pour ug lui-méme :) | Quy = Qetrec g(h)=h(h3) in gf Qf = Qp — Qy
(pour le sous-terme letrec g(h) =h(h3) in gf 1) Qetrec g(h)=h(h3) in gf = Yof Qg = Qp = Q)
(pour le sous-terme h(ﬁS) ) Qp = Qpz — Qi)

(pour le sous-terme h3 :) ap = iy = Q3

(pour le sous-terme 3 :) a3 = int

(pour le sous-terme ¢f) Qg = Qf = Q.



Termes

® =X (variables)

| f(ti,...,tn) (applications)
ou f/n pris parmi une signature 2

® Ce sont juste des arbres finis...

® Types = termes sur la signature 1nt/0, —=/2



Substitutions

o 0= [ X1 > t1, ..., Xn P tn]
specifie le remplacement de chaque x; par t;

® Formellement, O :Var = Term telle que 0(x)=x pour
toute var. x sauf un nombre fini

® Application de substitution MO:
o x 0=t
® xO = x si x#x; pour tout i

® f(ti,...,tn)O =f(t:0, ..., t.0)



Unification

Resolution de systemes finis d’équations
si=ti  (lI<i<n)
dans I'algebre des termes

Solution: O telle que si0 = t0 pour tout i

Existence d’une solution: decidable
(et meme en temps polynomial)

S’il existe une solution, il existe un mgu
(definition: plus tard)



Unification (naive

(Dec) — (BEU{f(s1, -+, 8m) = f(tr, - tm)},0)
(DecFail) (EU{f(s1, - ,8m) = g(t1 tn)} 0)
(Triv) (EF'U {:U = x},0)
(Bind) (EU{x =t},0)
(Bind') (EU{t==x},0)
(Check) (EU{x =t},0)
(Check’) (FEU{t=ux},0)

U

1

i

(EU{Sl itl,"' Sm :tm},(9>
Fail si f+#g

(E,6)

(Elz :=1t],0lx :=t])

si t = x,x pas libre dans ¢

(Elx :=1t],0[x :=t])
si t # x,x pas libre dans ¢
Fail
si t = x,x libre dans ¢
Fail

si t # x,x libre dans ¢

® (E multi-ensemble~ens. avec multiplicites~listes mod permutation)

® Thm: correction, termination.



Composition

® Defn: 00’ est I'unique substitution telle
que pour tout terme t, t(60’)=(t0)0’.
Explicitement: 00’(x) = O(x)0’

® Ex:[x=f(y)] [y=a] = [x:=f(a), y:=d]
® Lemme: (00°)0” = 6(6'9")



mgu

® Defn: 0<0’ (O plus générale que O’) ssi
il existe 6” /0’ =00”

o Ex: [x:=f(y)] = [x:=f(a), y:=d]

¢ Defn: Un mgu de E est
une substitution O telle que:
— O unifie E: pour tout (s=t)eE, s0=t0
— pour tout unificateur 0’ de E, 0<0’



Correction

¢ Defn: une solution de (E, 0) est 00’
ou O’ unifie E. Fail n’a pas de solution.

® Thm (correction): si St =* St” alors St et
St’ ont le meme ensemble de solutions.

® || suffit de le montrer lorsque St — St’
(+ recurrence)



Correction

Defn: une solution de (E, 0) est 00’ ou O’ unifie E. Fail n’a pas de solution.

Lemme:si St — St’ alors St et St’ ont le meme
ensemble de solutions.

Cas (Bind): St=(Eu{x=t}, 0), St’=(E[x:=t], O[x:=t]),
x non libre dans t, x+t.

Si O’ unifie Eu{x=t}, soit 0”=restr. de 0’ a Var—{x}
[x:=t]0” = O’ [pourquoi?]; et 0” unifie E[x:=t]

Si 0” unifie E[x:=t], 0’ = [x:=t]0” unifie E [ok?]




Correction

Defn: une solution de (E, 0) est 00’ ou O’ unifie E. Fail n’a pas de solution.

Lemme:si St — St’ alors St et St’ ont le meme
ensemble de solutions.

Cas (Check): St=(Eu{x=t}, 0), St’= Fail,
x libre dans t, x+t.

Il suffit de montrer qu’aucune 0’ n’unifie Eu{x=t},
en fait x0’ ne peut pas étre égal a t0’ [pourquoi?]




Correction

¢ Defn: une solution de (E, 0) est 00’
ou O’ unifie E. Fail n’a pas de solution.

® Thm (correction): si St =* St” alors St et
St’ ont le meme ensemble de solutions.

e Corl:si (E []) 2* (2, 0) alors O est un

mgu de E;si (E, []) —* Fall alors E n’a pas
d’unificateur.



Terminaison

Thm: toute suite de reductions — est
finie.

Is=t|=|s|*+|t|, |E| = 2|s=t|, (s=t) in E, |Fail]=0.

(Bind), (Bind’) font decroitre #vars
strictement

Les autres regles préeservent #vars ou le
font decroitre, et font decroitre |E|.



Complexite

® Cet algo. est en temps exponentiel
E = {xi=f(x2,x2), x2=f(x3.X3), ..., Xn—1 =f(XnXn) }

® On peut obtenir un algo.
en temps polynomial en:
— représentant O en forme triangulaire,
e.g. [xi:=f(x2.x2) | [x2:=f(x3x3)]...[Xn-1:=f(XnXn)]
— n’effectuant aucune application de
substitution



En temps polynomial

(Dec)
(DecFail)
(Triv)
(LazyRep)
(LazyRep’)
(Bind)
(Bind')
(Check)

(Check’)

(EU{t==x},9)

(EU {z = t},9)

U

1

_>

(EU{Sl itl,---,sm :tm},ﬁ)
Fail sif#g
(E,9)
(EU{u =t},9)

si t # x, bound(?¥, x) = Some u
(EU{t =u},v)

si t # x, bound(¥, x) = Some u
(E,9; [z :=t])

si t # x,bound(¥, x) = None et non occ(d, t, x)
(BEU{t=z},9) = (E,9;z:=t])
si t # x,bound(?¥, x) = None et non occ(¥,t, x)
(EUu{z =t},9) — Fall
si t # x,bound(¥, x) = None et occ(V, t, )
(Eu{t==x},9) — Fall
si t # x,bound(¥, x) = None et occ(V,t, x)

Voir Exercise 4 (progl _sem3.pdf)



ML monomorphe

® Thm. Etant donne un terme M, on peut:
— decider si M typable (en ML monomorphe)
— si oui, en fournir un typage le plus
génerall - M:T
(les autres sont [0, A — M : TO)
en temps polynomial.



Typage de ML

® [ypage polymorphe: une expression
peut avoir plusieurs types en meme temps



Types et schemas

® |es types contiennent des variables de types

o,T,... = «,f3,... variables de type
int type des entiers
o — 7 type fonction.

® Les schemas de types quantifient ces variables
Va - o

® Double role des variables: inconnues/quantifiees



Typage

(Var:) (int )
Do :Vay, - ap-obx:olag =1, 0 = Ty [I'-n:int
I'ru:0—7 I'Fov:o I'Fu:o F,a:.l—v:T
(App ) _ (Let :)
I'Fuv:r 'Flet r = winu .z
oﬁ@' C ftv(o) ftV(F))
If:V-o—>r,x:V-olku:7 I',f{Va:Jo—>17Fv:\
(Letrec :)
['Fletrec f(x) =uinwv: A
ot(o?@ftv(a—m')\ftv(f‘))
I'Fu:int I'Fwo:int ['-wu:int
— (+:) — (=)
I' - u4wv:int I'-—u:int

I'ru:int T'Fo:7 T'Fw:T

(if :)

I'Fifu=0thenvelsew: T



Renommage

® V.0 = VB.T ssi on obtient I'un par I'autre
par renommage bijectif entre & et

® On étend cette notion aux contextes |

® Lemme. Sil| +~ u:t est dérivable, et [ =I,

alors [’ - u:t est dérivable par une preuve

de meme taille



Substitutions et typage

e Lemme.Sil  u:t est dérivable, alors

pour toute substitution 0,0 + u:t0 est

derivable aussi.

® Preuve. Par recurrence sur la dérivation.
Attention aux conditions de bord sur (Let:)
et (Letrec:)!
(On utilise le lemme precedent.)



Sem. a grands pas

(Var)

EFx= E(r) (C'st)

six € dom FE ErFn=n

FrFu=(recf(z)=u FE) Erov=V
F'f = (rec f(zx)=u ,E),z—V]Fd =V’

Eruv=YV’

(App)

Eru=V Exz—=V]Fv=V E[f = (rec f(z) =u,E)|Fv=V
(Let) (Letrec)

EFletz=uinv =V’ E F letrec f(z) =uinv =V

ErFu=ng El—v:>n2(+) Flu—n

EFutv=n . —(-)
oun = nj + ngy EF—u=—n

Fru=n EFErw=YV

Eru=0 EFv=V | (if,)
_ (ifo) EFifu=0thenvelsew =1V
EFifu=0thenvelsew =V sin 0




Invariance du typage

Val - 3 > I'f:V-o—T1,2:V-cbu:T
. (Val : int) (Val : Fun)
>t 1nt >(rec f(z)=u,F):0 =T

® DE:[ ssidomEC dom [ et > E(x):[(x)
pour tout x € dom E

e Thm:siE~u=V,I ~uxetDE:I

alors P V: 1

® Prf. Recurrence sur la |l ere derivation.



Tests de types

Eru=V Eru=YV
(AppWrong) _ (ifWrong)
E = uv = Wrong E = if u =0 then v else w = Wrong
si V' pas une cloture si V' pas un entier
Fru=V, EFov=V, Frru=V, EFEFov=V,
. ("’Wrongl) . (—"Wrongz)
E = u+v = Wrong E = u+v = Wrong
si V7 pas un entier si V5 pas un entier
Fru=YV ,
(_Wrong)

E F —u = Wrong
si V' pas un entier

Thm:sil ~utetDE:[ alors
non (E -~ u = Wrong)



